
	 10/11 STRUCTURES ALGÉBRIQUESPetit pense-bête de dé�nitions à onnaître.I/ LoisI.1 AppliationsÉtant donnés deux ensembles E et F , une appliation f de E vers F se dé�nit par la donnée d'une partie G de E�F véri�ant8x 2 E; 9!y 2 F j (x; y) 2 GÀ haque x 2 E, est ainsi assoié un unique y 2 F qu'on appelle l'image de x par f et qu'on note f(x). G s'appelle le graphede f . En pratique, 'est f(x) que l'on donne � en fontion de x � à l'aide, typiquement, d'une formule, e qui revient à dé�nirle graphe G en ompréhension.I.2 OpérationsÉtant donné un ensemble E, on appelle loi de omposition interne (ou opération) sur E toute appliation T 1 de E � E dansE. L'usage est de noter xT y l'image du ouple (x; y) à la plae de la notation habituelle T (x; y).Exemples :� + est une opération sur ℕ : (p; q) 7! p+ q ; il existe une multitude d'ensembles sur lesquelles on dé�nit une opérationnotée + et appelée addition...� Soit E l'ensemble des mots onstruits sur l'alphabet fa; b; g (un mot=une suite �nie de lettres notée par juxtaposition,par exemple ; aabaa). La onaténation est une opération sur E. (m1; m2) 7!m1m2� le produit salaire n'est pas une opération sur l'ensemble des veteurs géométriques du plan ; le produit vetoriel(�!x ; �!y ) 7! �!x ^ �!y est une opération sur l'ensemble �!E des veteurs géométriques de l'espae ;� La réunion et l'intersetion sont des opérations sur l'ensemble E = P(
) des parties d'un ensemble 
 ;� La omposition est une opération sur l'ensemble �E des bijetions de E dans E (qu'on appelle aussi des permutations) ;I.3 Lois externesÉtant donnés deux ensembles E et F , on appelle loi de omposition externe sur E, toute appliation � de F � E dans E. Onnote aussi usuellement λ � x l'image par � du ouple (λ; x).Exemples :� ℤ� ℝ! ℝ (n; x) 7! nx est une loi externe sur ℝ ;� ℝ� ℝI ! ℝI (λ; f) 7! λ f est une loi externe sur l'ensemble des appliations de I dans ℝ ;En pratique, les lois externes ne sont pas dénotées ; on abrège � � x en �x.II/ GroupesII.1 Dé�nitionUn groupe est un ouple (G; T ) formé d'un ensemble G et d'une opération T : G�G! G véri�ant les axiomes suivants :G1 assoiativité : 8(a; b; ) 2 G3; (aT b)T  = aT (bT ) ;G2 existene d'un élément neutre : 9 e 2 G j 8x 2 G; xT e = eTx = x ;G3 symétriité 2 :8x 2 G; 9 x0 2 G j xTx0 = x0 T x = e. On dit que x0 est le symétrique de x (dans G relativement à l'opération T .Si de plus, on a la propriété :G4 ommutativité : 8(x; y) 2 G2; xT y = y Txon dit que le groupe (G; T ) est ommutatif (ou abélien).Dans haque exemple de groupe, il existe une notation partiulière (et parfois une appellation partiulière) pour le symétriqued'un élément.Exemples :� (ℕ; +) n'est pas un groupe (il manque G3 ) mais (ℤ;+) est un groupe ommutatif ; le symétrique de x 2 ℤ relativementà + se note �x et s'appelle l'opposé de x ;� (�E ; Æ) est un groupe, non ommutatif dès que ard(E) > 2 ; le symétrique de f 2 �E relativement à Æ se note f�1 ets'appelle la réiproque de f ;� (ℝ�;�) est un groupe ommutatif mais pas (ℝ; times) ; le symétrique de x 2 ℝ� se note x�1 (ou 1x ) et s'appelle l'inversede x ;� (Mn(K);�) n'est pas un groupe ;� (GLn(K);�) est un groupe, non ommutatif dès que n > 1 ;1. Lire T � tru �.2. Néologisme non standard, mais le français est assez inapte dans e domaine.Strutures 1



II.2 Sous-groupesÉtant donné un groupe (G; T ), un sous-groupe est un groupe (H; T ) ave ; 6= H � G et le même élémet neutre ; autrementdit, (H; T ) est un sous-groupe de (G; T ) ssi :� T est une opération sur H : 8(x; y) 2 H2; xT y 2 H ; on dit que H est stable par T ;� e 2 H ;� 8x 2 H; x0 2 H.Exemples :� (ℤ;+) est un sous-groupe de (ℝ;+) ;� (O(n);�) est un sous-groupe de (GLn(ℝ);�) ;� Soit n 2 ℕ� et Un l'ensemble des raines n-ième de l'unité ; (Un;�) est un sous-groupe de (ℂ; �) ;II.3 Morphisme de groupesÉtant donnés deux groupes (G; T ) et (�; �), on appelle morphisme (ou homomorphisme) de (G; T ) vers (�; �) toute appliation
φ : G! � véri�ant : 8(x; y) 2 G2; φ(xT y) = φ(x) � φ(y)Exemples :� n 7! 2n est un morphisme de (ℤ; +) vers lui-même ;� ln est un morphisme de (ℝ�+;�) vers (ℝ;+) ;�III/ AnneauxIII.1 Dé�nitionUn anneau est un triplet (A; T ; �) formé d'un ensemble G et de deux opérations T et � sur A véri�ant les axiomes suivants :A1 assoiativité de T : 8(a; b; ) 2 A3; (aT b)T  = aT (bT ) ;A2 existene d'un élément neutre de T : 9 e 2 A j 8x 2 A; xT e = eTx = x ;A3 symétriité de T : 8x 2 A; 9 x0 2 A j xT x0 = x0 Tx = e.A4 ommutativité de T : 8(x; y) 2 A2; xT y = yT xautrement dit (A; T ) est un groupe ommutatif ;A5 assoiativité de � : 8(a; b; ) 2 A3; (a � b) �  = a � (b � ) ;A6 existene d'un neutre de � : 9 u 2 A∖ feg j 8x 2 A; u � x = x � u = x ;A8 distributivité de � par rapport à T : 8(x; y; z) 2 A3; x � (yT z) = (x � y)T (x � z) ;si de plus, on a la propriété :A9 ommutativité de � : 8 (x; y) 2 A2; x � y = y � xon dit que l'anneau (A; T ; �) est ommutatif.un anneau (A; T ; �) est dit intègre si et seulement si : 8(x; y) 2 A2; (x � y = e ) x = e ou y = e).Exemples :� (ℤ; +; �) est un anneau ommutatif intègre ;� (Mn(K); +; �) est un anneau, non ommutatif dès que n ⩾ 2 et non intègre ;� (K[X℄; +; �) est un anneau ommutatif intgre ;� Kn[X℄ n'est pas un sous-anneau de K[X℄ ar il n'est pas stable par produit ;� si E est un ensemble, �P(E);[; \� n'est pas un anneau.III.2 IdéauxÉtant donné un anneau (A; T ; �), un idéal de A est une partie J de A véri�ant :I1 (J; T ) est un sous-groupe de (A; T ) ;I2 8x 2 J; 8a 2 A; a � x 2 AExemples :� 2ℤ alias l'ensemble des relatifs pairs est un idéal de l'anneau (ℤ; +; �) ;� X K[X℄ alias l'ensemble des polyn�mes admettant 0 pour raine, est un idéal de l'anneau (K[X℄; +; �).
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IV/ CorpsUn orps est un triplet (K; T ; �) formé d'un ensemble K et de deux opérations T et � sur K véri�ant les axiomes suivants :K1 assoiativité de T : 8(a; b; ) 2 K3; (aT b)T  = aT (bT ) ;K2 existene d'un élément neutre de T : 9 e 2 K j 8x 2 K; xT e = eTx = x ;K3 symétriité de T : 8x 2 K; 9 x0 2 K j xTx0 = x0 T x = e.K4 ommutativité de T : 8(x; y) 2 K2; xT y = y T xautrement dit (K; T ) est un groupe ommutatif ;K5 assoiativité de � : 8(a; b; ) 2 K3; (a � b) �  = a � (b � ) ;K6 existene d'un neutre de � : 9 u 2 K ∖ feg j 8x 2 K; u � x = x � u = x ;K7 symétriité de � : 8x 2 K ∖ feg; 9 0x 2 K j x � 0x =0 x � x = u ;autrement dit, (K; �) est un groupe ;K8 distributivité de � par rapport à T : 8(x; y; z) 2 A3; x � (y T z) = (x � y)T (x � z) ;autrement dit, un orps est un anneau dans lequel tout élément distint du neutre de la première opération à un symétriquepour la seonde opération.si de plus, on a la propriété :K9 ommutativité de � ; : 8 (x; y) 2 K2; x � y = y � xon dit que le orps (K; T ; �) est ommutatif.Exemples :� (ℤ; +; �) n'est pas un orps (il manque K7) ;� (ℚ; +; �) est un orps ommutatif ;� (ℝ; +; �) est un orps ommutatif ;� (ℂ; +; �) est un orps ommutatif ;� (Mn(ℝ); +; �) n'est pas un orps (il manque K7) ;Convention : dans la pratique, la première opération d'un orps est toujours notée + et son neutre 0, et la seonde opérationpar juxtaposition et son neutre 1 (omme dans les orps de nombres).IV.1 ℝLe orps des réels possède une struture algébrique spéiale ; 'est un orps ommutatif totalement ordonné. Cela signi�e qu'ilexiste sur ℝ un relation d'ordre total (⩽) ompatible ave les opérations de la struture de orps.On a besoin de quelques dé�nitions :1. une relation binaire sur un ensemble E est une partie R de E�E. Soit (x; y) un ouple d'éléments de E ; on dit que x esten relation ave y par la relation R et on érit xRy ssi (x; y) 2 R. Pratiquement toujours R est dé�nie en ompréhension.Exemples :� Sur ℕ, aRb ssi il existe  2 ℕ tel que b = a+  ; haun a ompris que R =⩽.� Soit n 2 ℕ; n ⩾ 2 �xé. Sur ℤ, aRb ssi il existe k 2 ℤ tel que b�a = k n ; haun a reonnu la relation de ongruenemodulo n ; on note d'ailleurs a � b mod n.� Sur P(E), ensemble des parties de l'ensemble E, ARB ssi (8x 2 E; x 2 A ) x 2 B) ; haun a reonnu la relationd'inlusion �.2. une relation d'ordre sur un ensemble E est une relation binaire R véri�ant les 3 axiomes :R ré�exivité : 8x 2 E; xRx ;AS antisymétrie : 8(x; y) 2 E2; (xRy) et (yRx)) x = y ;T transitivité ; 8(x; y; z) 2 E3; (xRy) et (yRz) ) xRz.Si de plus, pour tout (x; y) 2 E2; xRy ou yRx, on dit que l'ordre est total.Exemples :� ⩽ sur ℕ est une relation d'ordre total sur ℕ.� � est une relation d'ordre non total sur P(E).L'ordre sur ℝ est dé�ni par la donnée du sous-ensemble R+ : x ⩽ y ssi il existe z 2 ℝ+ tel que y = x + z (autrement dity � x 2 ℝ+.La relation ⩽ est dite ompatible ave la struture de orps au sens suivant :� 8(x; y; z) 2 ℝ3; (x ⩽ y ) x = z ⩽ y + z) ;� 8(x; y; z) 2 ℝ3; (x ⩽ y) et (0 ⩽ z)! xz ⩽ y z.V/ Espaes vetorielsV.1 Dé�nitionsÉtant donné un orps ommutatif K, un espae vetoriel sur K est un triplet (E; T ; �) formé d'un ensemble E, d'une opérationT sur E et d'une loi externe � : K� E ! E sur E véri�ant les axiomes suivants :E1 assoiativité : 8(a; b; ) 2 E3; (aT b)T  = aT (bT ) ;E2 existene d'un élément neutre : 9 e 2 E j 8x 2 E; xT e = eT x = x ;Strutures 3



E3 symétriité : 8x 2 E; 9 x0 2 E j xTx0 = x0 Tx = e. On dit que x0 est le symétrique de x (dans E relativement à l'opérationT .E4 ommutativité : 8(x; y) 2 E2; xT y = y Txautrement dit (E; T ) est un groupe ommutatif ;E5 8(λ; x; y) 2 K�E � E, λ � (xT y) = (λ � x)T (λ � y) ;E6 8(λ; �; x) 2 K�K� E, (λ+ �) � x = (λ � x)T (� � x) ;E7 8(λ; �; x) 2 K�K� E, (λ�) � x = λ � (� � x) ;E8 8x 2 E, 1 � x = x.Convention : en pratique l'opération d'un espae vetoriel est toujours notée additivement, soit +, mais attention e n'est pas lemême + que elui de K ! Et la loi externe est toujours notée par juxtaposition, mais attention e n'est pas la seonde opérationde K ! ! Faire l'e�ort de réérire les axiomes de dé�nition de la struture ave es onventions.Les éléments d'un espae vetoriel sont appelés génériquement des veteurs.On appelle ombinaison linéaire de deux veteurs x et y de E, tout veteur de la forme λ x+�y ave (λ; �) 2 K2. La dé�nitionse généralise à des ombinaisons linéaires de n veteurs. Dans un espae vetoriel, 'est l' � opération � importante, qu'il importede perevoir.Exemples :� (K; +; �) est un espae vetoriel sur K ;� (ℂ; +; �) est un espae vetoriel sur ℝ ;� (Kn; +; �) est un espae vetoriel sur K ;� (Mm�n(K) est un espae vetoriel sur K ;� (Kn[X℄; +; �) est un espae vetoriel sur K.V.2 Sous-espae vetorielÉtant donné un espae vetoriel sur K (E; +; �), un sous-espae vetoriel de E est une partie non vide F de E stable parombinaisons linéaires, -à-d véri�ant : 8(λ; �) 2 K
2; 8(x; y) 2 F 2; λx+ �y 2 FV.3 Morphismes d'espaes vetorielsUn morphisme du K-espae vetoriel (E; +; �) vers le K-espae vetoriel ( bE; +̂; �̂) est une appliation φ : E ! bE véri�ant :� 8(x; y) 2 E2; φ(x+ y) = φ(x) +̂φ(y) ;� 8(λ; x) 2 K� E; φ(λ � x) = λ �̂φ(x)Les morphismes d'espaes vetoriels sont bien onnus sous le nom d'appliations linéaires...V.4 ProduitÉtant donnés deux espaes vetoriels (E; +; �) et ( bE; +̂; �̂), on appelle produit (ou appliation bilinéaire) sur E à valeurs dansbE, toute appliation φ : E � E ! bE véri�ant :� 8x 2 E; φ(x; �) est linéaire de E vers bE ;� 8y 2 E; φ(�; y) est linéaire de E vers bE.Exemples :� (x; y) 7! x y est un produit sur (ℝ; +; �) ;� (�!x ; �!y ) 7! �!x � �!y est un produit sur �!E ;�VI/ ALGÈBREVI.1 Dé�nitionÉtant donné un orps K, une algèbre sur K est un quadruplet (A; T ; �; �) formé d'un ensemble A, de deux opérations T et �sur A, d'une loi externe � vérifant les axiomes :A1 (A; T ; �) est un anneau ;A2 (A; T ; �) est un K-espae vetoriel ;A3 (x; y) 7! x � y est un produit sur A, e qui équivaut (étant donné A1 et A2) à :8(λ; x; y) 2 K� E � E; (λ � x) � y = x � (λ � y) = λ � (x � y)si de plus l'anneau (A; T ; �) est intègre, on dit que l'algèbre est intègre.Exemples :� (ℝ; +; �; �) est une ℝ-algèbre intègre ;Strutures 4



� (Mn(K); +; �; �) est une K-algèbre non intègre ;� (K[X℄; +; �; �) est une K-algèbre intègre ;� Soit C0(I; ℝ) l'ensemble des appliations numériques ontinues sur I ; (C0(I; ℝ); +; �; �) est une ℝ-algèbre non intègre.
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