
I Espaces affines

l,a définition d'espace affine firrmalise ce que l'on cclnnaît déjà sur le plan ou l'espace usuels : étant donnés un vecteur

û et un point A du plan il existe un unique point B du plan 1el que ù = AB. Vtryons plus précisement comment :

Définttlon g.l. Soit V un espate rpctoriel. sur R (ou sur tout autre corps comme C ou Zl pZ m,ec p premier). Un "espa.ce

alfin.e rl'espace tpctoriel tnsacié V " est un ensemble I dortt les éléments sont rtppélés "points" muni d'une application 0 '.

(:; x 8' * V notéeqtA, B) = AB telle que :

L V A e éi I'apptictttiort 0 s : é;' - V rlé'finie par 0 (B) :=,4T "tr une bijectiott ;

2, V A, B, C e E on a Ia suiua nte "relation de Ctuules" : aÉ *û: = R:.

(Onr l i taussiqueE est l i r igéparV,oubier tqueV est l 'espaceuector ie lnus- iacentà€ ouque€ estmodélésurV.) I ' t r

d.intension tte I est la climensictrt de V (et notanvnent si. elle est I ort dit que I est une drcite a.ffine, si elle est 2 E est un plan

trfJine, si elle est 3 on rlit que éi est un espore tffine). Parfois on note Ie point qjt {ù) par A + ri (par la règle de Chnsles, on a

t lue (Aa l i )  + t i r  = A + (  r i  +  tÙl ) .

Exercice B?. prouuer que- f^' 'lÈ " ÊÊ hî' ' l; ' tiA- =- 57

V  A , B e 8  1 Â = Ô  e t  A É = - B Â

h,tis uérijter 4ue si At, Bt e E sont d.eux points tets que ,{Ê---4q^14,= S{llegb du parnltélograrnrne)'
A ' a Y  '  B D ' =  S - Â ,  +  f r , D  , .  .  . {

y Fxercice Ag. Vërifier que siV est unlspace t,ec\olielt ulors ilgitf a_nussi une stru.cl\re ,mlurelle d'esoace aftinedi(gé par \'

rtrrtrtéepar0(ti,,,:r=ii i-] ' ,;.:,ôij.t i"="u;:"i; i i ;; '6;; ' ;- '-,- Yotitù- 0n (' i ') '  r" (6{': G'Ë'v-) ci^ra'!*t '

ckæu- :  o tù lù ' )  '  9  La ' ,1 )  Ê  i ; ' - i ;+?-û '=  Ô '1 ' i - " ' ; J l
Exerclcegg. StE1,{;2sottt4eux.espar:esafJines(dirigégréspectiwmentfr?lftespacesvectorielsVletV2alorsaussi€vx62

peut être muni tle la structure rl'espuce afljne sur t'espace ueckr-iel V:'@V2. Donner,cette structure (i.e. expliciter0 en{onctiott.
' d e s ( ) 1 , i = 1 , 2 ) .  

6 t n , o 1  ' -  , - : ' S  "  A * J ' l l  '  f i $ "  =  9 , t A ' Ê ' )  u  D z ( A . J e ' )

De façon inlbrmelle on peut penscr qu'un espace affinc est "un espace vrrtorie.l où on ne sait pas où est l'origine".

plus précisement, on peut rendre un espace aftine d un espace vectoriel en fixant un point A e 6 quelconque comme

rrrigine : on utilise la bijection 0 6: €i - V pour définir une structure d't--space vectoriel sur E (on appelle parfois le vet:-

tgrialisir de 6 en A). Mais cette structure n'est pas du tout canonique car elle dépend du choix de ,4 qui devient ainsi

l'origine I

Exerclce W. Prouuer que si {.1p, est l'espace uectoriel rcsocié à f} en le uecbrtailst'nt en un point A aktrs P + Q = 1,4 5t;

ai' * në =Tfr et que cle façon similaire AM= N s.çi hArt = Afi '

Définltlon g.2 (Sous espaces aflines). IJn sous espûr:e affine ,9 d'un espaæ ffiræ f; es| un sous-ensemble .7 c I tel qu'il

existe A e .,T tel que la restriction d.e 01 à .? est une bijection entre .9 et un sous-espru;e uectoriel F de V . Dans ce cos on

appelledimensionrleg ladirnensiondeF etonrlitqueF "tlirige.7".OrtuérifiequeVBe I onaque06estunebiiectiott

entre g et F. Réciproqtæûwnt si F c V est utt sous-espace uectoriel de V et A€ é), on appelle Ie sous-espace affine de t; par

A rtirigé par F l'ensemble g:- {B e é:lâE e I;l ; il tngit d'un sous-espace r{liw dirigé par F. En particuli'er une droite afJine

efi u.n sous-espace ffine de dimensionl et un plan r{fine en est un de dimension2.

Exerclcegl. SoientV,Wdeuxespacesuectoriels,uucontmeesprcesaffirtesclirigéspareuxrnênrcs,uial'applictttionïv(Ï,y)=

! - îe t0s( ï , ! )= i - * .Mont re rques i f  :V*Westuneappt ica t ion l inéa i ree tùeWalors f - r ( r Ï t )es tunsous-esp{ rce
affine deV.

E:rerclceg2. SoitV unespaceuectoriel,uuconrnteespeteaffinedirigéparV,uinl'applictttion0v(ï,t):!-i.Montrer
que les sous-espnces uectoriels sont les espo[es affines qu,i contiewrcnt0.
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