
L)énnnstration. Puisque la partie linéaire de IIe,1 est. trI d : V - V si ri dirige r alors ,À Û dirige Hç,t"t) et donc les deux

droites s<tnt manifestement parallèles. Il est aussi clair quesi O e r alors ll6.ilr) = r. Réciproquement si Hr,i,r(r) = r alors

s ipe r  ona He,1(P)= Ptavec OPt= AOP et  OP+ PPt= OPt;puisque PP'd i r ige r  onaaussi  que (Â - l )OP di r ige r  et

<lonc siÂ I I que fFOirige r et O€ r. EnfinsiÂ = I alors IIo,.t= Idr: eldoncl'énoncéestévident @

Théorème 9.13 (Théorème de Thatès). Soient r et rt dznx droites distinctes d'un pktn affine et et soient s1, s2 deux droites

t l t t i  s ' i n te rsec t :n tonwt .T ro in lOç . ru r t  e tqu ineso tx tpa ra l l è l esn ià  r  n i à r ' .A lo rss t i  Â ;  =  s i n r , i  = l , 2e tB i  =  s i  n r ' on  û

%. = % = 44 si et seuletnent si r I lrt .
LlBr OB2 Bt Bz

Dénwnstrtûion.. Soir ,À : {4 (les deux vecteurs sont colinéaires donc il existe un tel Â l). Alors I'homothètie Hç,1 trans-
OB1 ? , * r

X forme (par construction) ttrt, i lO) = 0, H(L^QI) = h,l lr14(:i) = si, i = 1,2 et encore H,1,1U') est la droite parallèle ài '{par

41. Mais alors si r I lr '  ona que I1p,,1(B r+ BE2) = Ar + LBJ|.z{et donc IIo,i lBù e r) et encore Ilr1,7(B) 4ls,tt(J+Olù =

O+ÂOl2 (e tdonc  I16 ,7 lBùe  sz )ma isa lo rsH6 ; (Bz )=szn  r=Aze t  l a thèsesu i t .Réc ip roquemen ts i4=#=Â"k r t t

Ho..t') - ir €t c€s droites sont parallèles car l'une est l'image de l'autre par une homothétie.

Théoême g.l4 (de Désargues). Soient ABC et A' B'C' dern triangles dans un ptan affine tets que AB | | A'B' , AC | | A'C' et

BC I I Bt Ct . Alors les dntites AA' , BB' et CC' sortt soil parallèles soit concourantes.

Dérnanstration. Si les droiles sont parallèles il n'y a rien à prouver. Supposons autremenl que AAtaBIJ' = 0 et soit

) "=%(i lex is tecarcesvecteurssontcol inéai res l ) .A l r - r rs l 'homothét ieHo. lest te l leque I lo , i l?)=O,Ho, i lA)=A/ete l lcr
0-4' oùt"!^ ts

! transfr,rrme la drr.rite AB en une droite dirigée par Â,aÏ eùfia. A' donc en la droite A' B' ; ,Je façon similaire elle transforme

la droite AC en celle A'Ç'u,!!gis alors Ho,ttl9) = Ho,ilOB n AB) = A' B' n AB = B' et Hs,1 lransforme la droite BCI en ta

droite diridgéé par LBZJ,ff;J' donc B'C'. Mais alors on a aussi llot(C) = Ct . @
I "

Théorèmeg. l5(de()eva) .  Soi tABCuntr iangl ,edi lns leplanaf f ine.etsoientAteBC,B'eACetC'eABtro ispoi r tLs.Al ,ors

u ,  n44&  =  - l  ss i  AA 'n  BB tnCCt  I  @ oub ien  AA t  l lBB t  l lCC t .
C'B A'C B'A

Dénutr ts t rat ion.  SupposonsAAtnBBtnCCt=Me|soi tM=aA+fB+fCavecq+P+t '= l .A lors ladro i teAMintersecte

BCen A,=&B*Ar,erdefaçonsimi la i re  B '=fpA+ 1!cetenl inc '=$r*1!A.Maisa lorson uLi ! -=- f ' *=

- -s,-A = -4, a'oU la thèse. Si les droites AA',BIl',C'C'sont parallèles,'alors par le théorème de Thalès, ot't u ff = 7b e^
I  C ' B

et 4E = {Ç et donc 9j�$�& = 4æE = - I (parce que tous les vecteurs considérés dans la demière équation sont
d  A  DA  CB  .4 'C  B  A  CB  A 'C  BA '

col inéaires).

Réciproquement si on a At , B' ,C' comme clans l'énoncé et on sait que ## # = -t alors il y a deux possibilités :.  
C ,B  A ,C  B ,A

si AAt/lBBtUCCt i ln'ya rien à prouver-Autrement soit M = AAtnBB' à moins de changer ltrsrorls ":tïojlu_,]"t

supp()serquecet.teintersectionsoitnonvirit:) etsoit N = CMnAB.Alorsparlepointprécédent, ona g ='- 
t#tr1 

=

#, mais alors lV = C/et donc aussi CC'passtl par M.
C'B

9.3 Exerclces

Fxerclce lO6 (llroite afûne en R2 par un point fixé et dirigée par un vecteur tlonné). Soit ù = ltt,,tt,) un trccteur deR2 '

@

à

Ecrire l'équation de kt droite affine qui p&sse pûr un poinl O = {Ox, Or) et qui,est dirigée par Ù.
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